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@ Rappels sur les vecteurs

© Coordonnées cartésiennes de vecteurs
© Coordonnées cartésiennes de points
e Trigonométrie, rappel

© Produit scalaire

L'objectif de ce chapitre est de faire une mise a niveau en géométrie plane
et spatiale. On commencera par introduire les vecteurs, puis les différents
systemes de coordonnées et les outils de calcul que sont le produit scalaire,
le produit vectoriel et les déterminants.
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@ Rappels sur les vecteurs
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Vecteurs et points

En mathématiques, un vecteur peut désigner n'importe quelle catégorie
d'objets qu'on peut additionner entre eux et multiplier par un nombre (c.f
le futur chapitre Espaces vectoriels). Dans ce chapitre et les suivants, nous
nous intéresserons uniquement a une catégorie de vecteurs particuliers : les
vecteurs du plan et les vecteurs de I'espace en géométrie. De nombreuses
notions introduites dans ce chapitre (vecteurs, bases....) seront
approfondies lors du second semestre.

Dans cette section, on se place dans un espace affine £ de dimension 2 ( le
plan) ou 3 ( I'espace). Les exemples seront évidemment tracés dans le plan.

() Géometrie : introduction (1) 4 /58



Définition
Un vecteur du plan ou de I'espace est un objet mathématique caractérisé
par :

e sa direction ( ou pente, ou ligne support)

@ son sens (ou orientation)

@ sa longueur (ou norme)

On note les vecteurs par une lettre surmonté d’une fléche (i, b...). On les
représente graphiquement par une fléche.

Le vecteur de longueur 0 est appelé le vecteur nul et il est noté 0./ n'a ni
direction, ni sens fixés.

On note E I'espace vectoriel, c'est-a-dire I'ensemble des vecteurs.

() Géometrie : introduction (1) 5 /58



Remarque: Quelle est la différence entre £ |'espace affine et E |'espace
vectoriel 7

@ L'espace affine £ contient les points (notés par une lettre majuscule).
C'est d'une certaines maniére la < feuille de papier >sur laquelle on
dessine les points, les droites, les figures ...

@ L’'espace vectoriel E ne contient que les vecteurs. C'est un < papier
calque >sur lequel on trace les fleches. Ce papier calque et ces fleches
sont déplacables a volonté au-dessus de I'espace affine(tant qu'on ne
modifie ni le sens ni la direction). N'oubliez jamais qu'un vecteur
n'est pas figé!
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Puisqu'il suffit d’avoir une direction, un sens et une longueur pour faire un

vecteur, on peut en créer a I'aide de deux points.

Définition

Soient A et B deux points distincts de £. Le vecteur noté /ﬁ est
caractérisé de la maniére suivante :

@ sa direction est celle de la droite (AB)

@ son sens est du point A vers le point B

@ sa longueur est la longueur du segment [AB]. On la note H/@H

() Géometrie : introduction (1)

7/58



Exemples:

Le vecteur /@ est caractérisé par la direction qui fait un angle de 30°
(sens trigonométrique) par rapport a I'horizontale, le sens "vers la droite”
et la longueur 7 unités.

() Géometrie : introduction (1) 8 /58



Le vecteurs V est caractérisé par la direction qui fait un angle de
— arctan(2/3) (sens trigonométrique) par rapport a |'horizontale, le sens
"vers la droite” et la longueur v/13 unités.

Soit C un point de de £. Le vecteur ﬁ est le vecteur nul.
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Proposition
Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont méme direction, méme
sens et méme longueur.

Exemple: Sur la figure suivante, /@ C? sont plusieurs représentation

graphique du méme vecteur. lls sont égaux : ¥ = AB = CD. On peut
tracer une infinité de vecteurs identiques qui ont tous le méme SENS, la
méme LONGUEUR et la méme DIRECTION, c'est le méme vecteur.

A{/U/-*B/a/,. .
g G

C U__wt

> il

() Géometrie : introduction (1) 10 / 58



Opérations sur les vecteurs

On peut faire deux opérations sur les vecteurs : les additionner par la
relation de Chasles ou les multiplier par un nombre réel.

Définition
La somme de deux vecteurs est un vecteur qu’on peut déterminer au
moyen de la relation de Chasles ou de la régle du parallélogramme.
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Relation de Chasles : soient A, B, C trois points de £. On a

AB + BC = AC

¢a marche aussi sans les points, pour additionner graphiquement deux
vecteurs U et V.
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—

Reégle du parallelogramme : Soient 3, b deux vecteurs. Le vecteur 3+ b

—

est une des diagonale du parallélogramme formé grace aux vecteurs 3 et b.
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Définition
Soit i un vecteur non nul et k un réel non nul, le vecteur ki est
caractérisé par :

o La méme direction que d,

@ Le méme sens que i si k > 0 et le sens contraire si k < 0

e la longueur |k|.||d]|

Proposition

Soient i et V deux vecteurs, k et | deux réels. On a alors les régles de
calcul suivantes :

o (—1d=—d
o (k+ Ni=ki+lud
o k(d+V)=ki+ kv

[ ]
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<
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. . DA
Remarque: Soient A et B deux points de &, le vecteur BA est le vecteur
opposé a A ._I)I a méme direction, méme longueur mais le sens opposé.
C'est-a-dire BA = —/ﬁ
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Proposition

Soit @ un vecteur et k un réel. kii = 0 si et seulement si (équivalence)
k =0 ou i = 0. Autrement dit, le produit d’'un nombre et d’un vecteur est
nul si et seulement si le nombre ou le vecteur est nul.
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Coordonnées cartésiennes. Vecteurs colinéaires et vecteurs
coplanaires

Dans cette section, on va introduire la notion de base, qui ne concerne que
les vecteurs. A différencier des repéres dans lesquels apparaissent les points.

Définition
Soient vi, V5, ..., v, des vecteurs, ci,...c, des réels. On appelle
combinaison linéaire de vi, ..., vy le vecteur 4 défini par :

i=cav+on+- - +cpvy

Les nombres ci, ..., c,) sont les composantes du vecteur i par rapport
aux vecteurs Vi, Vo, ..., vp.
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La combinaison linéaire d'un seul vecteur est un vecteur colinéaire :
Définition

On dit que deux vecteurs U et V sont colinéaires si, et seulement si, I'un
des deux est nul ou s'il existe un nombre réel \ tel que T =\V.

Remarque: Le vecteur nul est colinéaire a tous les vecteurs. C'est le seul
vecteur ayant cette propriété dans le plan ou I'espace.

Définition

Soient Ui,. .., U, des vecteurs non nuls. On dit que les vecteurs T
sont coplanaires si, et seulement si, les droites D1, ..., D, passant par un
méme point A et ayant pour vecteurs directeurs respectifs W, .. o

appartiennent a un méme plan.
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Remarque:

© Deux vecteurs sont toujours coplanaires.

@ Trois vecteurs 7, 7 et k sont coplanaires si, et seulement si, il
existe trois nombres réels a, b et ¢ qui ne sont pas tous nuls et tels
que

- =
a7+b7+ck =0.

Ainsi, si ¢ # 0, alors k = -2 7 - 27 c'est-a-dire que trois
vecteurs sont coplanaires si et seulement si I'un au moins de ces
vecteurs s'exprime comme une combinaison linéaire des deux autres.

© Quand on travaille dans le plan, tous les vecteurs sont évidemment
coplanaires. Cette notion n'est utile que dans I'espace.
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Bases du plan et coordonnées cartésiennes

Définition

Soit i etj_" deux vecteurs du plan. On dit que le couple de vecteurs non
nuls (7,]) est une base du plan vectoriel si, et seulement si, les vecteurs |

etj
°

ne sont pas colinéaires. Une base (i,]) du plan vectoriel est dite :

normée si les vecteurs 7 et j sont de norme 1.

directe (respectivement indirecte) si une mesure de I'angle orienté
(7,77 appartient 310, [ (respectivement & |-, 0][).

orthogonale si une mesure de I'angle orienté (7', J) est égale & 7/2
ou —m/2.

orthonormale si elle est normée et orthogonale. Elle peut étre directe

ou indirecte. En abrégé, on notera b.o.n.d. pour <base orthonormale
directes.
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Remarque: Pour ne pas avoir de probléme avec la notion de coordonnées,
il ne faut pas confondre la base (7', J) et la base (7, 7). Si I'une est

directe, I'autre est indirecte.
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Proposition

Si (7), 7)) est une base du plan vectoriel, alors pour tout vecteur U de ce
plan, il existe un unique couple de nombres réels (x,y) tel que

7=X7+y7.

Ce couple (x, y) constitue les coordonnées ou composantes du vecteur
U dans la base (7', J). On note U (x,y). Une base permet de
< repérer > les vecteurs.

On a déja défini les composantes d'un vecteur sur une famille de vecteurs.
Les coordonnées sont des composantes dans une base.
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Exemple: Le vecteur U a pour coordonnées (3,2) dans la base (7,J) :
i=3i+2/

—.

Par contre, dans la base (k, ), i a pour coordonnée (2, —2) car
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Bases dans |'espace et coordonnées cartésiennes

Définition

%
On appelle base de I'espace (vectoriel) tout triplet (7, 7, k) de vecteurs
non coplanaires.

E)emarque Si ( j k) est une base de |'espace, les vecteurs 7 , j et
k sont nécessairement non nuls.

Définition

Une base (?, 7,k ) de E est dite orthonormale si, et seulement si,

— — —
IZN=17I=Ikl=1 e 717, 7Lk et TLk.
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. . ) - . .
Convention : On dira qu'une base orthonormale (7),?, k) est directe si

I'un des critéres équivalents suivant est vérifié :

@ lorsque |'on tourne un tournevi_s)dans le sens de 7’ vers 7 on
enfonce la vis sur la direction k.

@ Quand les deux vecteurs (7, j) sont < a plat >et forment un ange droit
dans le sens positif, le vecteur k pointe vers < le haut >.

o (regle de la main droite) Si on met le premier vecteur sur le pouce et
le deuxieme vecteur sur I'index, alors le troisieme vecteur est le
majeur.

Dans le cas contraire, la base est dit indirecte ou rétrograde.
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Dans une base orthonormale directe, le vecteur k indique quel est le sens
positif de lecture de tous les angles de vecteurs situés dans le plan engendré
par (7,]) On dit que le vecteur k oriente le plan engendré par (7,]) On
peut de la méme maniere orienter n'importe quel plan de I'espace.
Définition

Orienter un plan P de I'espace, c'est se donner un vecteur directeur
unitaire k d’une droite orthogonale a P.
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Définition
Soit B :(7, 7, k) une base de I'espace vectoriel E. Pour tout vecteur
U € E, il existe un unique triplet de nombres réels (x,y, z) tel que

_>
7:X7>+y7>+zk.

Les nombres x, y et z sont appelés les coordonnées cartésiennes du
vecteur U dans la base B.
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Notation matricielle : les vecteurs colonnes

La notation de coordonnées en ligne comme (x,y) ou (x, y, z) est pratique
et gagne de la place. Pour la suite, les coordonnées des points seront aussi
notées en ligne, ce qui peut provoquer des confusions. D'autre part, on
peut faire des opérations sur les vecteurs (mais pas sur les points!), ce qui
se répercute sur les coordonnées. On a besoin d'une notation plus efficace
pour les vecteurs : la notation matricielle.

Une matrice est un tableau de nombre (sans traits de démarcation)
entouré par deux grandes parentheses. Pour identifier un vecteur, on aura
besoin d'une seule colonne, et de 2 ou 3 ligne (plan ou espace).
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Définition
Un vecteur i du plan de coordonnées (x,y) dans une base du plan

X .
correspond au vecteur colonne y (matrice avec une seule colonne).

Pour parler du vecteur i, on pourra utiliser n'importe laquelle des
notations suivantes :

» =() ) *C)
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Définition

Un vecteur i de I'espace de coordonnées (x,y, z) dans une base de
X

I'espace correspond au vecteur colonne | y |. Pour parler du vecteur i, on
z

pourra utiliser n'importe laquelle des notations suivantes :

N < X
<l
N < X

X

— =

u7 u= y )
z

Remarque: La seule différence entre le plan et I'espace se trouve dans le
nombre de ligne du vecteur colonne. Par la suite, ce cours donnera la
majorité des définitions dans I’espace. Pour avoir la méme définition dans
le plan, il suffira de faire disparaitre la troisieme ligne et tout ce qui
concerne la coordonnée < z .
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Le premier avantage de la notation matricielle est la facilité avec laquelle
on peut faire des opérations sur les vecteurs : addition, translation,
rotation..... Cette notation sera aussi beaucoup employée en génie civil.

Proposition

Soit B une base de I'espace (vectoriel). Soient X et p deux nombres réels.

Soient U et V deux vecteurs de | ‘espace de coordonnées respectives

X x'

/

y | et | y'| dans la base B.

z Z

Le vecteur ii + V a pour coordonnées dans la base 3 :

% x' X+ x'
yl+|Y|=|y+Y
z z z+Z
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Proposition
Le vecteur \i a pour coordonnées dans la base B :
AX

X
Ay =[N
z Az

Ce qui se résume en une seule opération par

X X Ax + pux’
Mi+pv=A|y|+uly| =+
z z Az + pz'
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Coordonnées cartésiennes de points

Les définitions et propriétés sur les points vont découler des définitions et
propriétés de la section précédentes sur les vecteurs. On se placera
majoritairement dans £ |'espace affine de dimension 3 (et E I'espace
vectoriel associé). La plupart des notions introduites ici sont naturellement
aussi valables dans le plan, avec une coordonnée en moins.
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Reperes

Définition

On appelle repere cartésien de /'espace affine tout quadruplet

(0; 7, 7, k) ot O est un point de I'espace, appelé origine du repére, et
(7, 7,k ) une base des vecteurs de |'espace vectoriel E.

Les droites passant par O de vecteurs directeurs respectifs 7, 7 et ?
sont appelées axes du repére, et notées (Ox), (Oy) et (Oz).
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Définition

ﬁ. 7 ’ -
Un repére cartésien (O; 7, ) du plan est la donnée d'un point O,
appelé origine du repere, et d'une base (7', J) du plan vectoriel. Les

droites passant par O de vecteurs directeurs respectifs 7 et 7 sont
appelées les axes du repeére, et notées (Ox) et (Oy).

Notation: Le repére est qualifiée de normé, orthogonal, orthonormal,
direct ou indirect selon que la base est normée, orthogonale, orthonormale,
directe ou indirecte. En abrégé, on notera r.o.n.d pour <repére
orthonormal direct>.
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Coordonnées cartésiennes de points

Proposition

. , . , . -
(coordonnées cartésiennes d’un point de I'espace) Soit R =(0; 7', 7, k)
un repere de I'espace. Pour tout point M de I'espace, il existe un unique
triplet de nombres réels (x, y, z) tel que

— —
OM=x7+y7 +zk =

N < X

Les nombres x, y et z sont appelés coordonnées cartésiennes du point M
dans le repére R. Le nombre réel x est I'abscisse du point M, y son
ordonnée et z sa cote (ou hauteur).

De méme dans le plan, avec seulement deux coordonnées (abscisse et
ordonnée).
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Corollaire

%
Soit R = (O; 7.7, k) un repére de I'espace. On note B = (7, 7,
base associée a R.

7) la

Si A et B deux points de I'espace de coordonnées respectives (xa, ya, za)
et (xg,yB,zg) dans le repére R, alors le vecteur AB a pour coordonnées
dans la base BB :

XB — XA
YB — YA
ZB — ZA

Démonstration.
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Remarque: Calculer les coordonnées d'un vecteur avec celles des points
marche aussi dans le plan....

Exercice 1

Soit R = (0; 7, 7) un repére du plan P et les trois points A(2, —3),
B(4,—1) et C(—2,1). Calculer les coordonnées du point D tel que ABCD
soit un parallélogramme.
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Cosinus, Sinus et Tangente

Définition

Le plan orienté étant rapporté a un repére orthonormé direct (O; _z>, 7)
on considere le cercle C de centre O et de rayon 1.

Pour tout nombre réel x, le point M de C tel que I'angle orienté (7}, O—I\>/I)
ait pour mesure x, a pour coordonnées (cos x, sin x).

Leur quotient est la tangente :

sin x

Vx;ég-l—kw,keZ, tanx = p—
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Les principales valeurs d'angles, sinus et cosinus a savoir sont les suivantes

(sinus en ordonnée)

7[/2

T
3
o
2
S
s
]
d
&

-7
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Propriétés

Vx € R, cos®x +sin?x = 1. Réciproquement, si a, b sont deux réels tels

que a° + b%® =1, alors il existe x € R tel que a = cos x et b = sin x.

Un grand nombre de formules et résultats concernant les fonctions

trigonométriques peuvent se retrouver en tracant et observant les angles

dans un cercle trigonométrique.

Pour tout réel x, on a:

cos(—x) = cos(x), sin(—x) = —sin(x),
cos(m — x) = — cos(x), sin(m — x) = sin(x)
cos(m + x) = — cos(x), sin(m 4+ x) = —sin(x).

Pour tout x e R\ {5 + k7, k€ Z}, on a:

tan(—x) = —tan(x), tan(m —x) = —tan(x), tan(w+ x) = tan(x).
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Pour tout réel x, on a :
m . . s
cos (5 - x) = sin(x), sin (5 - x) = cos(x),

cos (% + x) = —sin(x), sin (g + x) = cos(x).

7 . ™
Pour tout réel x non multiple de —, on a

n(Tox)= L (D) o)
2 ~ tan(x)’ 2 )T tan(x)’
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Les formules a savoir!

e Pour tout a,b € R :
cos(a+b) = cos acos b—sin asin b, cos(a—b) = cos acos b+sin asin b

sin(a+ b) = sin acos b+sin b cos a, sin(a— b) = sin acos b—sin b cos a.

e En prenant a=b dans les formules précédents, on obtient les formules
des angles doubles

cos(2a) = 2cos?a—1=cos?a—sina=1—2sin’a
2tana
in(2a) = 2si tan(2a) = ——
sin(2a) sin acos a, an(2a) T tan? 3
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e Pour x # [27], on pose t = tan (%). On a alors les formules de I'angle
moitié
1—1¢2 2t 2t

—_— sinx = tanx =
1+ t2’ 1+ t2’ 1—t2

COsS X =
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Il faut savoir qu’elles existent

e Sous réserve d'existence des tangentes, on a

tana—+tanb tana —tanb

t )= —m78M—— t —p)=—"__ " "
an(a + b) 1 —tanatanb’ an(a — b) 1+ tanatanb

Ces formules se retrouvent grace a cos(a + b), sin(a+ b),.... en factorisant
le quotient dans la tangente.
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e Pour p,ge R, on a

cosp+cosq=2cosp+qcosp_q,
2 2
_h. PTq . Pp—gq
Cosp — cosq = 2sin sin >
sinp+sinq:2sinp+qcos¥,
sinp—sinq:2cosp+qsin¥

On retrouve toutes ces formules grace aux formules de la section

précédente avec a = # et b= %_
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e Les multiplications de cosinus et sinus
1
cosxcosy = > [cos(x — y) + cos(x + y)]
o 1
sinxsiny = 5 [cos(x — y) — cos(x + y)]
. 1. :
sinxcosy = [sin(x — y) +sin(x + y)].

Ces formules se retrouvent soit avec les formules de la section précédente,
soit par linéarisation (c.f Nombres Complexes).
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Produit scalaire

On doit commencer par la définition dans le plan avant de passer a la
définition dans |'espace.

Définition
On appelle produit scalaire de deux vecteurs U etV du plan le nombre
réel, noté U .V, défini par

> .V =0 sil'un des vecteurs U et V est nul,
bU.V = HﬁH X H7|| x cos(W, V) sinon.

Remarque: Le produit scalaire d’un vecteur o par lui-méme est appelé

carré scalaire de 7 (noté 72).Ona W2 =71.1 = H7H2 En
particulier, si A et B sont deux points du plan, on a (/ﬁ)z = AB2.

() Géometrie : introduction (1) 54 / 58



Définition
Soient U et V deux vecteurs de | ‘espace vectoriel E. Il existe plan

vectoriel P qui contient les deux vecteurs U et V. Le produit scalaire de
U et de V noté U -V est le produit scalaire de U et V calculé dans le
plan P.

Remarque: Comme précédemment, les propriétés du produit scalaire
seront énoncées dans |'espace, tout en sachant qu'elle sont vraies dans le
plan. En effet, comme le montre cette définition, le produit scalaire de
I'espace est exactement le produit scalaire du plan. Le tout étant de se
placer dans le bon plan P.
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Propriétés du produit scalaire

Proposition

Le produit scalaire est bilinéaire et symétrique. Cela signifie que si v, Vv,
W sont trois vecteurs et \, W deux nombres réels, on a :

(i) .V =1V.d (symétrie).
(ii) AU +pV)W=A0.W+uV.W (linéarité)
(iii) U OV +pwW)=A0.V +ud.w (linéarité).

Proposition

Soient U et V deux vecteurs de | ‘espace. On a :

1LV si, et seulement si, T.V =0.

Démonstration.
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Définition

Soit D une droite du plan et soit U un vecteur directeur de D qui oriente
la droite D.

Soit A et B deux points de D. On appelle mesure algébrique de (A, B)
et I'on note AB le réel :

0 siA=B
AB =< AB si les vecteurs AB et U sont dans le méme sens
—AB si les vecteurs /ﬁ et U sont de sens contraire
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Proposition

Soit A, B, C trois points du plan avec A # B et H le projeté orthogonal
de C sur la droite (AB). Si I'on oriente la droite (AB), on a

AB .AC — AB x AH.
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Expression dans une base orthonormale

L'expression du produit scalaire est particulierement simple dans une base
orthonormale, qu’elle soit directe ou indirecte. L'orientation de la base
n'influence que I'orientation des angles et donc pas le produit scalaire.

Proposition
- % 7
Soit B = (_z>, T,k ) une base orthonormale de |'espace et U et V deux
X x'
vecteurs de coordonnées cartésiennes respectives | y | et | y' | dans B.
/
z z

On a
7-7:xx/+yy/+zz’.
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Démonstration.

Commencons par calculer les produits scalaires des vecteurs de la base. Le
vecteur i est de norme 1 et il fait un angle 0 avec lui-méme donc
i-7=1x1xcos0=1.De memeJ j—k k—1 Lesvecteursde la

bases étant orthogonaux deux a deux, on a i _] =ik —_j k =0.
Revenons au produit scalaire - 7 On decompose a I aide des
coordonnées U = x 7’ +yj —l—zk et V=x7 +zk Puis on

développe le produit scalaire par bilinéarité :
— —
vV = (X?—I—y?—l—zk) : (X'_z>—|—y'7—|—z’k) =

A vos crayons !
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Corollaire

Soit U un vecteur de coordonnées (x, y, z) dans une base orthonormale.

Alors

17 = V5@ + 5+ 22

Soit A et B deux points de coordonnées respectives (xa, ya, za) et
(xB,yB,2B) dans un repére orthonormal. On a

AB = \/(x6 — xa)2 + (v5 — ya)? + (28 — 2a)2
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Les coordonnées peuvent servir a calculer le produit scalaire. Inversement,
le produit scalaire peut servir a calculer les coordonnées dans une b.o.n.

Proposition
Soit (7,7, /?) une base orthonormée de I'espace. Pour tout vecteur U de
I'espace, on peut écrire :

(@-0) 7+ (@-)) 7+ (d-k) k=

Sl ooy
XSS Sy

U=
—— —— ——
prod. scalaire prod. scalaire prod. scalaire
v

Remarque: Tout ce qui précéde marche toujours dans le plan, avec deux
coordonnées seulement. On enléve juste z, Z/, zg, za, k.
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Exercice 2

" 5 . . {2\ (3
Dans le plan muni d'un repére orthonormé, on considere 1)V

L (1
et w <3> des vecteurs.

@ Calculer i - V. Que peut-on dire en déduire?

@ Calculer @ - w, ||dl],||w|| et en déduire les mesures possibles de |'angle
(d,w).
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